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� � 摘 � 要: � 工作流是近年来网络领域里研究的一个热点, 对工作流模型的性能分析是工作流研究的一个重要内

容.实际的模型往往规模大而复杂, 这为分析其性能带来了很大的困难. 但有一类模型可由工作流的四种基本模型(顺

序、并行、选择、循环)嵌套组成,对于这类模型, 本文给出了计算其性能乘积解的数学公式.文中给出了如何由这四种

基本模型嵌套组成实际模型的方法,推导出了计算这四种基本模型的性能等价公式, 并按建立实际模型相反的顺序,

用由里到外逐层的分析方法,给出了计算实际模型的性能乘积解.
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Method for Computing Performance of a Kind of Workflow Models Nested by Basic Model
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Abstract: � Performance analysis of workflow has been drawing researchers� attention. It is difficult to analyze the performance of

workflow when the model is large and complex. This paper gives analytic method to analyze the performance of a kind of workflow mod-

els that can be nested by four basic workflow models, i. e. the sequent, parallel, choice and iteration model. First, deduces the perfor-

mance equivalent equations of the four basic workflow models, then discusses how to nest the four basic models into an actual model,

how to analyze the performance of the new nested model and get its produc-t form solution.
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1 � 引言

� � 近年来,工作流模型的性能分析和研究已成为一个研究

热点[ 1~ 3] , 但由于实际工作流模型大而复杂,很难求出模型的

乘积解.有很多文献讨论了工作流系统模型的性能问题[ 4~ 6] ,

但都是针对工作流的某一方面特性来分析或改进工作流的性

能,如文献[ 4]是根据客户服务器这种工作流模型来对工作流

的性能进行分析的,文献[ 5]是根据具有时间限制的这种工作

流模型来对工作流的性能进行分析的,文献[ 6]对因动态工作

流的动态改变所引起的� 改变时间�的性能进行分析的. 由于

工作流模型是由顺序、并行、选择、循环四种基本模型组成[7] ,

一个复杂的工作流模型是由这四种基本模型组合而成, 因此

分析如何将实际系统转换成这四种基本模型并能求出其性能

的乘积解就具有一定的理论和实际价值, 而且计算方法也更

为通用.本文四种基本工作流模型是用随机 Petri网描述的

(关于更详细的 Petri网内容读者可参考文 [ 8] ) . 在工作流系

统中,我们用位置表示在工作流中所处的状态, 用事件表示工

作流中独立的任务.

2 � 四种基本模型及其嵌套模型

2�1� 工作流串联基本模型
由 n 个模块组成的工作流的串联模型如图 1 所示, 其中

t1, t2 , �, tn 是n 个串行执行的模块.

图 1 � 由 n 个模块组成的工作流的串联基本模型

2�2� 工作流并联基本模型

图 2 � 由 n个模块组成的工作流的

并联基本模型

由 n 个模块

组成的并联模型如

图 2 所示, 它表示

n 个模块 t 1, t2,

�, tn 从模块 tstart

处开始并行执行,

到模块 tend 处同

步后结束.
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2�3 � 工作流选择基本模型

由 n 个模块组成的选择模型如图 3 所示, 它表示从模块

t1 , t2, �, tn 中选择一个模块执行,且设执行模块 t i 的概率为

�
n

i= 1

�i= 1.

2�4 � 工作流循环基本模型
循环模型是用来定义需要重复执行多次的活动,模块 t1

执行结束后, 有一个重要的分支选择, 要么返回执行模块 t2 ,

接着重复执行模块 t1,要么结束由模块 t1 和模块 t 2所组成的

循环,继续执行下一个流程. 设返回执行 t2 的概率为 �, 则退

出循环继续执行下一个流程的概率为 1- �, 其模型见图 4 所

示.

图 3 � 由 n 个模块组成的 � � � 图 4 � 工作流的循环模型

工作流的选择模型 及其性能等价模型

�

图 6 � 一个由基本模型经过嵌套构造成复杂模型的过程

2�5 � 基本模型的嵌套

� 图 5� 最简单的模型

最简单的模型如图 5 所示. 把

它作为原始模型, 可以在此基础上

进行模块的嵌套达到最终的复杂模

型,模型的嵌套是指某种模型中又

包含另外其它三种模型, 在 Petri网模型中, 具体的构造操作

是把某个变迁替换某种基本模型就可以了, 下面举一个例子

说明如何用嵌套的方法构造复杂大的模型, 将原始模型的变

迁用一个由两个变迁组成的顺序基本模型替换得图 6 左边的

第二个图,将两个的上边变迁替换成由两个变迁组成的选择

基本模型得图 6左边的第三个图, 将下边的变迁替换成由两

个变迁组成的并联基本模型得图 6 左边的第四个图 ,将新得

结果的并联基本模型的右边变迁替换成循环基本模型, 就得

图 6最右边复杂的工作流模型,根据需要这个过程还可以继

续替换下去,就可以得到一类复杂的实际的工作流模型 ,图中

每个深颜色的变迁被右边浅颜色的基本模型所替换.

3 � 工作流并联模型的服务时间的等价计算方法

� � 为了求出并联模型总的性能等价服务时间的概率密度,

我们用到顺序统计量[ 9]的概念.

引理 1 [9] � 设 X1 , X2, �Xn 是 n 个独立的顺序统计量,

其分布函数分别为 P1( t ) , P2( t) , �, Pn ( t ) ,用 F r ( t) ( r = 1,

2, L n)表示第 r 次统计量X ( r )的分布函数, 那么最大次的统

计量的分布函数 Fn ( t )为 P1 ( t) P2 ( t ) L Pn ( t ) , 其中 X ( 1) =

min
1 � k � n

Xk, X ( n) = max
1� k � n

X k.

由 n 个模块并联所组成的系统总的服务时间的物理意

义及引理 1 知,该系统(设为: Bn)的概率密度函数为:

fB
n
( y ) = F�B

n
( y )

= P�1( y ) P2( y )L Pn( y ) + P1 ( y )P�2( y )LPn( y )

� + L + P1 ( y )P 2( y )L P�n( y )

平均性能等价服务时间为:

E( y ) =�
�

0
yf B( y ) dy

=�
�

0
y ( P�1 ( y )P 2( y )L Pn( y )

� + P1 ( y ) P�2( y ) L Pn ( y )

� + L + P1 ( y ) P 2( y )L P�n( y ) ) dy

由于常用指数分布描述系统的执行时间, 所以若随机变

量 t̂1 , t̂2, L t̂n 分别服从参数为�1, �2 , L , �n 的指数分布函数,

则这 n 个模块的总的等价服务时间概率密度为:

F�k+ 1= �
k+ 1

i= 1

�i e
- �

i
t
- �

k

i= 1
�
k+ 1

i= 1

( �i+ �j ) e
- ( �

i
+ �

j
) t

+ �
k- 1

i= 1
�

k

j = i+ 1
�
k+ 1

l= j+ 1

( �i+ �j + �l) e
- (�

i
+ �

j
+ �

l
) t+ �

+ ( - 1) k �
k+ 1

i= 1

( �i) e
- �

k+ 1

i= 1
�
i
t

则性能等价服务时间的期望值为:

E( y ) =�
�

0
yf B( y ) dy = �

k+ 1

i= 1

1
�i

- �
k

i= 1
�
k+ 1

j = i+ 1

1
�i + �j

+ �
k- 1

i= 1
�

k

j = i+ 1
�
k+ 1

l= j+ 1

1
�i + �j + �l

+ � + (- 1) k 1

�
k+ 1

i

�i

(1)

4 � 工作流选择模型的服务时间的等价计算方法

� � 定理 1 � 设 n 个选择模块 t1 , t2� tn 的服务时间为n 个相

互独立的随机变量 t̂1, t̂2 , L t̂ n, 其相应的概率密度函数为 f t
1
,

f t
2
, L , f t

n
, 且执行模块 ti 的概率为�i, �

n

i= 1

�i= 1, 则这 n 个选择

模块总的服务时间的概率密度为: �
n

i= 1

�if t
1
( y ) .

证明 � 设 n 个选择模块组成系统 Bn 的性能等价服务时

间为 y , 现引入一个随机变量 Î ,用它来决定执行哪个模块, 当

Î = t i 时,其概率为 �i. 记为 P ( Î = t i )= �i( i= 1, 2, L , n) .其概

率事件可以用下列公式进行描述:

p �
n

i= 1
( Î = ti ) I ( t̂ = y )
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又因为 t̂ 1, t̂ 2, L t̂n 是 n 个独立的随机变量, 所以上式为:

�
n

i= 1

p ( Î = t i ) f t
i
( t̂ i= y )= �

n

i= 1

�if t
i
( t̂ i= y )

则该系统 Bn 的总的服务时间的概率密度函数为:

f B
n
( y ) = �

n

i= 1

�if t
i
( y )

若随机变量 t̂1, t̂2, L t̂n 分别服从参数为�1 , �2L , �n 的指数分

布函数,则性能等价服务时间的期望值为:

EB
n
( y ) = �

n

i= 1

�i
1
�i

(2)

5 � 工作流串联模型服务时间的等价计算方法

5�1 � 由两个模块组成的工作流串联模型的服务时间的等价

计算方法

设 2个串联模块的服务时间为 2 个相互独立的随机变量

t̂ 1, t̂2 ,其相应的概率密度函数为 f t̂
1
, f t̂

2
,且设这两个串联模块

t1 , t 2组成的串联系统 B2 的性能等价服务时间为 y , 根据卷

积概念知其概率密度函数为:

f B
2
( y )= f t( y )

= �
y

0
[ f t

1
, f t

2
( y- t) ] dt

= ( f t
1
* f t

2
) ( y ) ,其中* 为卷积符号.

这是一个卷积公式,但卷积并不总是容易计算的. 卷积定

理[10]给出了把卷积转换成乘积的方法,提供了卷积计算的简

便方法.根据卷积定理得:

F[ f B
2
( y ) ] = F[ f t

1
( y ) * f t

2
( y ) ] = Ft

1
( �)�F t

2
( �)

进行傅氏逆变换得:

f B
2
( y )= F- 1[ F[ f B

2
( y ) ] ] = F- 1[ F t

1
( �)�F t

2
( �) ]

5�2 � 由 n个模块组成的工作流串联模型的服务时间的等价

计算方法

先分析由 3 个模块串联组成的系统 B3 的性能等价服务

时间,由前面推导知, 前两个串联模块 t 1, t2 的性能等价服务

时间概率密度函数为 fB
2
( t ) , 现设它们的性能等价服务时间

与第三个模块的服务时间是相互独立的. 若设这 3 个串联模

块 t1 , t2, t3 组成的串联系统 B3的性能等价服务时间为 y , 则

其概率密度函数为:

� � � � � � � f B
3
( y )= f t

1
+ t

2
+ t

3
( y )

= �
y

0
fB

2
( t) f t

3
( y- t ) dt

= ( f t
1
* f t

2
* f t

3
) ( y )

经过这样不断的卷积运算可以求出 f B
n- 1

( y ) , 那么我们

就可以得到由 n 个模块串联组成的工作流模型的性能等价

服务时间的概率密度函数

� � � � � � � f B
n
( y ) = f t

1
( y )

=�
y

0
fB

n- 1
( t ) f t

n
( y- t ) dt

= ( f t
1
* f t

2
* L * f t

n
) ( y )

根据卷积定理得:

F[ f B
n
( y ) ] = F[ f t

1
* f t

2
* L * f t

n
) ( y ) ]

= F t
1
( �)�F t

2
( �) L Ft

n
( �)

再进行傅氏逆变换后得概率密度函数:

f B
n
( y ) = F- 1[ F [ fB

n
( y ) ] ] = F - 1 [ Ft

1
( �)�F t

2
( �) L F t

n
( �) ]

设随机变量 t̂ 1, t̂2 , L , t̂n 分别服从参数为 �1, �2L , �n 的指

数分布函数, 则这 n 个模块的总的等价服务时间为 :

1
�

= �
n

i= 1

1
�i

(3)

6 � 工作流循环模型的服务时间的等价计算方法

� � 循环模型见图 4 所示, 可以看到模块 t 1总比模块 t2 多执

行一次. 设循环模块组成的系统 B 的性能等价服务时间为 y ,

因为模块 t1 不论循环与否总要执行一次, 若模块 t 2循环执行

n 次, 则模块 t1循环执行 n+ 1 次,定义一个随机变量 n̂ 表示

模块 t2执行的次数, 则此概率事件可以用下式进行描述:

�
�

n= 0

p �
n+ 1

j = 1

t̂ 1j+ �
n

j = 1

t̂2j = y I n̂ = n

又因为 n̂ 具有几何分布, 即以概率 �循环 n 次, 最后以

概率 1- �结束循环 ,所以上式为:

�
�

n= 0

(1- �) �np �
n+ 1

j = 1

t̂1j + �
n

j = 1

t̂ 2j= y

根据卷积概念, 该模型的性能等价的服务时间的概率密

度函数为:

fB ( y )= �
�

n= 0

(1- �) �n f t
1
* f t

1
* L * f t

1
* f t

2
* L * f t

2 ( y )

其中* 为卷积符号.

应用傅氏变换, 根据卷积定理得:

� � F[ f B( y ) ] = �
�

n= 0

(1- �) �nF

� f t
1
* f t

1
* L * f t

1
* f t

2
* L * f t

2
( y )

因为卷积具有结合性,所以上式:

F[ f B( y ) ] = �
�

n= 0

(1- �) �
n
F

n+ 1
t
1

( �) F
n
t
2
( �)

=
(1- �) �nF t

1
( �)

1- �F t
1
( �) Ft

2
( �)

再用傅氏逆变换就得 f B( y ) :

f B( y ) = F- 1[ F [f B ( y ) ] ] = F - 1
(1- �) �nF t

1
( �)

1- �Ft
1
( �) Ft

2
( �)

如果从概率密度推导期望值 ,由于涉及到卷积计算, 比较

复杂, 下面我们给出一种根据模型的物理意义直接推导出期

望值的方法.

定理 2� 设 2 个循环模块 t1 , t2的延时时间为2 个相互独

立的随机变量 t̂ 1, t̂2 ,其相应期望值为 Et̂ 1, Et̂ 2, 并假设执行完

模块 t1 后,返回循环执行模块 t2 的概率为 �, 则这 2 个循环

模块总的平均等价服务时间为
Et̂ 1+ �Et̂2

1- �
.

证明 � 模块 t2 循环 n 次的概率为( 1- �) �n ,其延时时间

与 n 个模块 t 2和( n+ 1)个模块 t1串联的情形相同. 由串联公
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式得, n 个模块 t 2和( n+ 1)个模块 t1串联的等价服务时间为

nEt̂ 2+ ( n+ 1) Êt 1. 因此, 这 2 个循环模块总的平均等价服务

时间为:

E( y )= �
�

i= 0

( 1- �) �i( iÊt2+ ( i+ 1) Êt 1) � � �

= ( 1- �) �
�

i= 0

�iiÊt2+ �
�

i= 0

�i( i + 1) Êt1

=
( �Êt2+ Êt 1)

1- �

若 2个相互独立的随机变量 t̂1 , t̂2 分别服从参数为 �1 ,

�2的指数分布函数, 即相当于已知上式中的 Êt 1=
1
�1

, Êt2=

1
�2

,代入上式, 得服从指数分布的循环模块总的平均服务时

间为:

1
�

=

1
�1

+ �
1
�2

1- �
=
�2+ ��1

(1- �) �1�2
(4)

7 � 结论

� � 工作流模型的性能分析是工作流研究的一个非常重要的
内容.实际的模型往往规模大而复杂, 这给分析模型的性能带

来很大的困难,本文给出一类可由基本模型嵌套组成的工作

流系统的性能评价方法.对于这类模型, 可以逐层进行性能求

解,最终求出它的乘积解.对于一个实际的工作流模型, 如果

能转化成这四种模型的任意嵌套, 则可用本文的方法直接求

出工作流模型的乘积解. 即使不能完全转化成这四种模型的

嵌套,也可对模型的一部分按照本文的方法进行性能的等价

化简分析,从而为分析实际的复杂的工作流模型的性能提供

坚实的基础,最终为改进模型或设计更好的模型提供定量分

析的依据.
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